
素数等差数列的最小参数计算：基于 2³²
范围的系统性搜索
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摘要

素数等差数列是数论的核心研究对象。尽管格林–陶定理断言了任意长素数

等差数列的存在性，但构造具有极小参数（最小首项或最小公差）的具体实例仍

是重大的计算挑战。本文提出一种系统性的二阶段搜索算法，在 2^32（约

4.29×10⁹）范围内的约2.03亿个素数中展开大规模计算，旨在发现特定长度 k 的、

参数极小的素数等差数列。主要工作如下：（1）在统一的 2^32 范围内，完成

了对长度 k=2 至 16 的素数等差数列最小公差解与最小首项解的系统性搜索，

获得了一系列最优解；（2）基于详实的计算日志，揭示了算法耗时、最小公差

倍数与项数 k 的数学性质（尤其是素数性 k值）之间的内在关联；（3）通过数

据集中的范围对比，初步探讨了最小首项与搜索范围的关系。本研究获得的一系

列最优解，为素数分布的结构特性提供了新的具体证据，并为后续建立更精确的

理论模型奠定了实证基础。

关键词：素数等差数列；最小首项；最小公差；最优解；计算数论；搜索算法；

格林–陶定理；基础公差

1. 引言

素数等差数列是指由素数构成的等差数列，其形式为 P, P+d, P+2d, …,

P+(k−1)d，其中 P 为首项，d 为公差，k 为项数。对素数等差数列的研究历史
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悠久。1770年，拉格朗日证明了，在公差为 2的三素数等差数列中，必有一项

能被 3整除，唯一的例外是 (3,5,7)。这一结论揭示了素数分布的内在约束，也

预示着寻找长素数等差数列的困难性。1923年，哈代与李特尔伍德在其素数 k

元组猜想中，预言了任意长度素数等差数列存在的可能性。2004年，格林与陶

哲轩[1]里程碑式地证明了格林–陶定理：素数序列中包含任意长度的等差数列。

这从理论上彻底解决了存在性问题。

然而，格林–陶定理的证明是非构造性的，它并未提供寻找这些长等差数列

的具体方法。因此，一个巨大的计算挑战便凸显出来：如何有效地构造出这些序

列，并优化其参数——特别是寻找具有最小首项或最小公差的实例。这已成为计

算数论领域一个重要的研究方向。在有界间隔方向上，张益唐[7]于 2013年证明

了存在无穷多对间距有界的素数，这为素数分布的精细结构提供了重要进展。在

中国，王元[8]在筛法及其应用方面做出了奠基性工作，潘承洞与潘承彪[9]的素

数定理初等证明工作也为素数分布研究提供了经典基础。上述工作为素数分布的

整体结构提供了理论基础，而本文则从计算角度切入，关注特定范围内最小参数

的精确确定。

与寻找最长序列的“广度”追求不同，另一条研究路线专注于“深度”挖掘，即

在特定长度 k 下，寻找首项或公差尽可能小的素数等差数列。此类小参数研究

需要对特定范围内的素数进行精细、密集的搜索。本文沿袭这一路线，致力于在

固定的大范围内，进行一次统一、系统的最小参数穷举搜索，以提供一份干净、

可复现的基准数据集。

此前，作者在素数等差数列最小参数计算方向上进行了初步探索。本文是在

此基础上的进一步发展和系统化。此外，作者在文献[10]中系统阐述了素数等差

数列的构造性猜想体系，本文所使用的“基础公差”概念即源自该工作。
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本文的主要工作：

1.系统性计算：在固定的整数范围 N = 2^32 = 4,294,967,296（即 π(N) =

203,280,221）内，对 k = 2 至 16 的素数等差数列，同时完成了最小公差解与

最小首项解的完备搜索。

2.规律揭示：基于精确的计算日志，定量分析了搜索难度与项数 k 的数学

性质之间的关系，为“素数项数导致搜索空间跃升”这一理论推断提供了实证支持。

3.数据奠基： 所获得的完整数据集及搜索程序均已存档，可供独立核验，

并为后续关于最小参数分布规律的理论研究提供了可靠的实证基础。

2. 定义与理论背景

定义 2.1（基础公差）

设 P_n 为第 n 个素数。对于项数 k 的素数等差数列，设 P_n 为大于等

于 k 的最小素数（即满足 P_{n−1} < k ≤ P_n）。其公差 d 必须是前 n−1 个

素数乘积的倍数。该乘积称为基础公差，记为：

D₀ = ∏{i=1}^{n−1} P_i = 2 × 3 × 5 × … × P{n−1}

（注：该乘积遍历所有小于 k 的素数，不包括 k 本身。）

示例：当 k=10 时，大于等于 10的最小素数是 P_5 = 11，基础公差 D₀ =

2×3×5×7 = 210。当 k=16 时，大于等于 16的最小素数是 P_7 = 17，基础公

差 D₀ = 2×3×5×7×11×13 = 30030。
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该概念与数论中的 primorial函数（k−1)#在数学上等价（即不超过 k−1的

所有素数之积）。作者在素数 AP最小参数搜索中对该概念进行了系统化应用，

将其作为搜索算法的理论基础。

定义 2.2（验证范围）

本文的所有搜索和验证均在整数区间 [1, N] 内进行，其中 N = 2^32 =

4,294,967,296。该范围内的素数个数经计算为 π(N) = 203,280,221。本文所使用

的素数库包含了所有这些素数。

3. 方法

本研究采用计算数论的研究方法，核心流程包括素数数据库准备、搜索算法

执行、结果验证三个步骤。

3.1 素数数据库的准备

本研究所需的素数数据库通过以下方式获得：

-生成： 使用经过验证的筛法程序生成全部 2^32 以内的素数。

-存储：为便于高效读取，素数被存储为 SQLite数据库文件（primes.db），

包含单表 primes(prime)，共 203,280,221 条记录。

-加载：程序运行时将数据库索引加载至内存，以实现 O(1) 复杂度的素数

存在性查询。

3.2 搜索算法

本研究的核心是一个实用且直接的二阶段搜索策略。该策略的总体目标是：

对于每一个项数 k（k ≥ 2），首先寻找最小公差的 AP，并在此基础上进一步寻

找最小首项的 AP。
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算法理论基础：

1. 对于一个 k 项的素数 AP，令 P_n 为大于等于 k 的最小素数，则其公

差 d 必须是基础公差 D₀ = ∏_{p < k} p 的整数倍，即 d = a × D₀，其中 a 为

正整数。

2. 首项 P 必须不小于 P_n。

算法详细描述：

阶段一：寻找最小公差 AP

1. 初始化：对于给定的 k，计算基础公差 D₀。令倍数 a = 1。

2. 遍历首项：从首项 P = P_n 开始，从小到大遍历素数数据库中的每一个

素数。

3. 遍历公差倍数：若未有结果，则递增 a（从 1开始），计算候选公差 d =

a × D₀，重复第 2步。

4. 验证：对于每一组 (P, d)，验证序列 P, P+d, …, P+(k−1)d 是否全部为素

数。若序列末项 P+(k−1)d 超出搜索范围 N，则该候选 AP自动排除。

5. 终止与记录：一旦找到有效 AP，该 AP即为最小公差的 AP。记录此 AP

为 AP_min_d。若此 AP的首项 P 恰好等于 P_n，则它同时也是最小首项的 AP，

搜索终止；否则进入阶段二。

阶段二：寻找最小首项 AP

6. 初始化：记录阶段一找到的最小公差倍数 a_min。

7. 搜索：再次从首项 P = P_n 开始遍历素数数据库，对于每个候选首项 P，

遍历 a = a_min+1, a_min+2, …，验证序列。若序列末项超出搜索范围 N，则该

候选 AP自动排除。
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8. 终止与记录：一旦找到一个有效 AP，则立即记录它为最小首项的 AP

AP_min_start，并终止搜索（因为首项 P 是从小到大遍历的，第一个找到的 AP

即为所求）。若遍历完所有可能仍未找到，则 AP_min_d 同时也是最小首项的

AP。

该算法结构简单、逻辑清晰，旨在确保搜索结果在给定范围内的完备性和唯

一性，避免因算法复杂度过高而引入未发现的错误。

3.3 技术实现

-编程： 搜索策略由作者设计，具体的 Python代码实现由 DeepSeek AI辅

助完成。作者将策略逻辑提供给 AI，由 AI生成对应的代码，作者负责运行和验

证。

-硬件： 计算任务在个人计算机上完成。

4. 结果与讨论

4.1 数据总览

本研究在 N = 2^32 范围内，统一完成了对 k=2 至 16 的素数等差数列的

最小公差与最小首项搜索。所有结果均汇总于表 1。为便于分析，表 2同时列出

了各 k 下的计算耗时及相关参数。
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表 1：k=2 至 16 最小公差 AP与最小首项 AP汇总（范围：2³²）

项

数

k

最小公差AP首项

P

最小公差

AP 公差 d

最小首项 AP

首项 P

最小首项 AP

公差 d

2 2 1 2 1

3 3 2 3 2

4 5 6 5 6

5 5 6 5 6

6 7 30 7 30

7 7 150 7 150

8 199 210 11 1,210,230

9 199 210 11 32,671,170

1

0
199 210 11

224,494,62

0

1

1
60,858,179 2,310 157

203,032,83

0

1 3,415,447,36 6,930 157 203,032,83
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项

数

k

最小公差AP首项

P

最小公差

AP 公差 d

最小首项 AP

首项 P

最小首项 AP

公差 d

2 1 0

1

3
14,933,623 30,030 4,943 60,060

1

4

1,575,825,24

1
90,090 146,141 54,444,390

1

5
335,600,533 510,510 7,113,751

269,579,31

0

1

6

1,202,798,68

7

3,063,06

0

13,816,84

3

236,366,13

0

注： 所有结果均通过二阶段搜索算法的 Phase 2独立获得，每个 k值独立

搜索，确保完备性。k=12的最小首项 AP（P=157, d=203,032,830）与 k=11共

享同一数列的前 12项，此为搜索过程中 Phase 2独立运行确认的结果。
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表 2：计算耗时与搜索空间参数

项数

k
耗时

基础公差

D₀

最小公差倍数

m=d/D₀

k 的素

数性

2 <0.01秒 1 1 素数

3 <0.01秒 2 1 素数

4 <0.01秒 6 1 合数

5 <0.01秒 6 1 素数

6 <0.01秒 30 1 合数

7 7时 59分 3秒 30 5 素数

8 <0.01秒 210 1 合数

9 <0.01秒 210 1 合数

10 <0.01秒 210 1 合数

11 21时 31分 36

秒

210 11 素数

12 6时12分53秒 2,310 3 合数

13 1天 2时 36分 2,310 13 素数
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项数

k
耗时

基础公差

D₀

最小公差倍数

m=d/D₀

k 的素

数性

8秒

14 5时22分42秒 30,030 3 合数

15
1天12时12分

1秒

30,030 17 合数

16
9天12时25分

13秒

30,030 102 合数

注： k=12的最小公差解首项较大，是由于对于 a=1（d=2310）和 a=2

（d=4620），在 2³² 范围内不存在有效的 12项 AP；直到 a=3（d=6930）才

找到解。其最小首项解与 k=11共享同一数列（详见表 1注释）。

4.2 典型序列示例

以下列出部分长度下的典型序列，以供核验。

k=8 的最小首项 AP（首项=11，公差=1,210,230）：

11, 1210241, 2420471, 3630701, 4840931, 6051161, 7261391, 8471621

k=11 的最小首项 AP（首项=157，公差=203,032,830）：

157, 203032987, 406065817, 609098647, 812131477, 1015164307,

1218197137, 1421229967, 1624262797, 1827295627, 2030328457
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k=13 的最小首项 AP（首项=4,943，公差=60,060）：

4943, 65003, 125063, 185123, 245183, 305243, 365303, 425363, 485423,

545483, 605543, 665603, 725663

k=16 的最小公差 AP（首项=1,202,798,687，公差=3,063,060）：

1202798687, 1205861747, 1208924807, 1211987867, 1215050927,

1218113987, 1221177047, 1224240107, 1227303167, 1230366227,

1233429287, 1236492347, 1239555407, 1242618467, 1245681527,

1248744587

本文搜索的是“给定长度下最小参数”的 AP，而非“最长 CPAP”记录。两种研

究路线的目标不同，本文提供的是在统一 2³²范围内系统搜索的基准数据。

4.3 讨论

4.3.1 计算复杂度的结构特征

从表 2可清晰观察到，算法的搜索耗时与项数 k 的数学性质呈现一定的关

联。当 k 为素数时（尤其是 7、11、13），计算耗时往往高于其前后的合数项。

例如，k=7 耗时约 8小时，而其前后的 k=6 和 k=8 均在瞬间完成；k=11 耗

时近一天，k=13 耗时超过一天，而其间的合数项 k=12 仅需 6小时。

这一现象的经验根源在于：当 k 为素数时，最小公差倍数 m 往往需要增

大才能找到有效解（如 k=7 时 m=5，k=11 时 m=11，k=13 时 m=13），而

m 的增大直接导致搜索空间的扩大。需要指出的是，本实验数据中，k=15（合
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数，m=17）和 k=16（合数，m=102）的m值也显著增大，这表明m的增大不

仅与 k的素数性有关，还受到搜索范围边界效应的影响——随着 k增大，基础公

差 D₀的阶梯式增长使搜索空间的维度本身就在扩大。因此，“素数项数导致m跃

升”应被理解为在当前搜索范围（2³²）内的一种观察性倾向，而非绝对规律。更

大范围的数据将有助于进一步厘清这一现象。

4.3.2 最小公差解的收敛性观察

观察最小公差序列，可归纳出以下现象：

- 对于 k=8, 9, 10，均存在公差为基础公差（倍数 m=1）的解，且该解均

以 P=199 起始。这表明在此范围内，连续三个长度可共享同一个极小公差解。

- 对于 k=11，最小公差倍数跃升至 m=11（即公差 d = 11 × 210 = 2310 =

2×3×5×7×11），首项也大幅跃升，直接例证了素数项数往往需要“升级”公差的

倾向性。

- 对于 k=16，最小公差倍数达到 m=102，凸显了随着长度增加，寻找极

小公差解的难度急剧上升。

这些数据点构成了一套离散的基准样本，为研究“在给定有限范围内，长度

为 k 的 AP其最小公差倍数的上界”这一问题，提供了精确的初始参考值。

4.3.3 范围与最小首项关系的初步探讨

与本文数据集（DOI: 10.57760/sciencedb.44689）中所记录的更小范围

（5×10⁸）内的搜索结果相比，一个显著趋势是：对于 k ≥ 11，最小首项的解均

发生了显著下降。这定量地展示了扩大搜索范围对优化最小首项的巨大潜力，也

提示了最小首项可能对搜索上界具有更强的依赖性。

上述观察共同指向一个更深刻的问题：最小首项、最小公差与搜索范围之间

是否存在精确的数量关系？这将是作者下一步理论研究的核心目标。本文所提供

的系统性数据，恰为该理论探索奠定了坚实的实证基础。
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5. 结论与未来工作展望

本文在 2^32 的素数范围内，运用一种实用的二阶段搜索策略，系统性地

完成了对长度 2 至 16 的素数等差数列最小公差解与最小首项解的搜索，获得

了一套精确、可复现的基准数据集。基于统一的搜索框架和完整的运行日志，本

文揭示了计算耗时与项数素数性质之间的阶跃式增长关系，并初步探讨了最小参

数随范围扩大而下降的趋势。

本工作的主要贡献在于：提出了一种基于基础公差的系统搜索框架，并获得

了精确的基准数据，为后续理论研究奠定了实证基础。所获数据及搜索代码均已

完整存档，可供独立核验。

后续工作正围绕以下方向推进：

-理论建模：基于本文及更大范围的数据，分析最小首项、最小公差与搜索

上界之间的统计关系，尝试建立数学模型或提出新的猜想，以期从理论层面深化

对格林–陶定理的理解。

-算法扩展：探索脱离预计算素数库的素性判定方案，将搜索范围进一步推

向 2^64 乃至更大整数域。

-结构推广：将基础公差框架与搜索结果，推广至其他素数分布模式（如孪

生素数等差数列）的研究中。

这些由算法显式构造出的数列，不仅为格林–陶定理提供了具体的实例，也

为探索素数分布的深层规律提供了新的计算工具与实证方向。
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数据可用性声明

本文的完整搜索结果及数据集已存放于中国科学数据银行，读者可通过以下

DOI引用和获取：

- DOI: 10.57760/sciencedb.29083（素数等差数列的最小参数计算：基于 2³²

范围的系统性搜索）

- DOI: 10.57760/sciencedb.44689（素数等差数列最小参数数据集：10¹–10⁹

与 2¹–2³² 范围内的实例）
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附录

附录 A：数学符号与术语表

符号 含义 说明

AP

等差数列

(Arithmetic

Progression)

本文特指素数等差数列

k 等差数列项数 k ≥ 2

P 素数等差数列的首项 P 为素数

d 素数等差数列的公差 d = m × D₀ ，m ∈ ℤ ⁺

D₀

基础公差 (Base

Difference)

D₀ = ∏_{p < k} p，p 遍历所有小于 k 的

素数；与 primorial函数(k−1)#等价

π(N) 素数计数函数 不超过 N 的素数个数

附录 B：完整搜索日志摘要

以下为关键节点的日志摘要，完整日志请参阅 DOI存档。日志时间戳为程

序运行时的本地时间。

[22:35:28] 开始加载数据库: primes.db

[02:54:30] 数据库加载成功! 耗时: 15541.84秒

[02:54:30] 素数数量: 203,280,221
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[02:54:30] 最大素数: 4294967291

[12:34:47] 开始搜索，最大项数=100

[12:34:47] 数据范围: 4294967296

[12:34:48] 项数=6 结果 (耗时: 0.00秒): 最小公差(30) [7,37,...], 最小首项

(30) [7,37,...]

[20:33:51] 项数=7 结果 (耗时: 7时 59分 3.11秒): 最小公差(150) [7,157,...],

最小首项(150) [7,157,...]

[20:33:51] 项数=8 结果 (耗时: 0.00秒): 最小公差(210) [199,409,...], 最小

首项(1210230) [11,1210241,...]

...

[01:32:39] 项数=16 结果 (耗时 : 9 天 12 时 25 分 12.97 秒 ): 最小公差

(3063060) [1202798687,...], 最小首项(236366130) [13816843,...]

全部原始日志已存放于科学数据银行（ScienceDB），读者可通过

DOI: https://doi.org/10.57760/sciencedb.29083引用和获取。
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